
~ 1 ~ 
 

   
 

С 

Поверхностные интегралы 

 

Площадь поверхности. 

 

                             z            

           Дано: 

                             Поверхность   

    V                             yxfz ,:  ,    

                                     ограниченная  

                                                                                                              замкнутой линией L. 

        Определить площадь поверхности    

                                       y   

           

         D    
      ix      iS          

                                iy   

                x         

         

  

Решение 

 

     Построим xoyПрD  .  Разобьѐм   на n-частей площадью i  

плоскостями параллельными координатным плоскостям yozxoz, . Тогда: 

.i xoy iS Пр    Площадь каждой части: iiiixoyi yxSПрS  ; . 

      Выберем на участке i  произвольную точку  iiii zyxP ,,  и проведѐм 

через неѐ касательную плоскость к поверхности   . На этой плоскости 

выделим участок площадью к

i  так, чтобы k

ixoyi ПрS   

Площадь участка поверхности приближѐнно заменим на площадь участка 

касательной плоскости, т.е. k

ii    

                                                             k

i      

                                                 n                           
                                                                        i                        

 

                                      
                                                                     

 

 

 
                                                          iS  

  

i

L

iP

iP

z

xoy
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     Из рисунка видно, что:



cos

ik

i

S
 .  

Составим уравнение нормали к поверхности в точке iP : 

1

iii zz

y

t

yy

x

t

xx 
















 

     Из этого уравнения составим координаты направляющего вектора 

нормали n : 

, ,1
f f

n
x y

  
  
  

. 

      Направляющий косинус вектора определяется отношением 

соответствующей координаты вектора к его длине:  

 
22

1
cos 3

1
f f

x y

 

   
    

    

. 

Подставляем (3) в (2):  
22

1 4k

i i

f f
S

x y


   
       

    
.  

Подставляем (4) в (1): 

22

1i i

f f
S

x y


   
      

    
. 

Площадь всей поверхности: 

22

1

1
n

i i

i

f f
x y

x y




   
      

    
  

Точное значение получается в пределе:  
22

1

lim 1
n

i i
n

i

f f
x y

x y





   
      

    
 - по определению – двойной интеграл. 

2 2

1
f f

dxdy
x x




    

     
    

  
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Пример: Вычислить боковую поверхность параболоида 22 yxz    

ограниченного плоскостью 4z . 

                          z 

                                        4z  
 

 

 

                                              22 yxz   

 

 

                                                                                         y 

                                          D - круг, радиуса R =2. 

 

                                           x 

 

   

22
2 2 2

0 0

2
172 2 173

22

01
0 1 0

 в полярную
2 ; 2 ; 1 4 4 1 4

системы координат

: 1 4 ,
1 2 1

4 | 17 17 1 17 17 1 .
8 2 3 3 28

8

|

D

переходf f
x y x y dxdy r rd dx

x y

замена t r
dt

tr d t ddt
rdt rdr dr

r



 


 


  

  
         

   

  
       
    
 

  

  
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Поверхностный интеграл первого рода. Его вычисления и приложения. 

 

Задача нахождения массы поверхности. 

 

                        z                                         Дано: поверхность : ( , )z f x y  , 

ограниченная линией L . 

                                          iP                L      В каждой точке поверхности из-

вестна поверхностная плотность 

материала 
2

2
( , , )

k
F x y z

M

 
  
 

. 

                                                                     Определить массу поверхности  . 

                                                             y      Решение: Разобьем   на n  частей    

площадью i . Внутри каждой  

                  x                                                 части выбираем произвольную  
                 

точку ),,( iiii zyxP  и считаем плотность на всѐм участке постоянной равной 

значению плотности в выбранной точке, то есть ),,( iii zyxF . 

Масса каждого участка 



n

i

iiiii zyxFm
1

),,(  ,  

масса всей поверхности 



n

i

iiii zyxFM
1

),,(  .(1)    

Точное значение массы получим в пределе 





n

i

iiii
n

zyxFM
1

),,(lim  . 

 

Определение: Поверхностным интегралом первого рода называется предел 

интегральной суммы (1), если этот предел не зависит от 

способа разбиения на части и выбора точки внутри каждой 

части. 

 

Обозначение поверхностного интеграла первого рода. 

1

( , , ) lim ( , , )
n

i i i i
n

i

F x y z d F x y z


 




   (2) 

Вычисление поверхностного интеграла первого рода. 
22

1k

i i i i

f f
x y

x y
 

   
         

    
  (3) 

Подставляем i  из формулы (3) в (2) и функцию F  вместо iz  в уравнение 

поверхности  , то есть ),( iii yxfz  . 

 

i
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22

1

( , , ) lim ( , ( , )) 1
n

i i i i i i
n

i

f f
F x y z dz F x y f x y x y

x y




   
      

    
  - по определению 

двойной интеграл. Окончательно формула вычисления: 
22

( , , , ) ( , , ( , )) 1
D

f f
F x y z d F x y d x y dxdy

x y


   

     
    

   

 

Приложения: 

 

1. Масса поверхности: ( , , )M F x y z d


     

2. Площадь поверхности  : d


   . 

 

 

 

 

Пример:  


 Idzyx )( ,     

где : 3 2 6x y z    , ограниченная плоскостями:     0,0,0  zyx  

 

 

 
D

dxdyyxyxI 491)236(                      z  

 





2

0

)2(
2

3

0

)26(14

x

dydxyx                                           6            : 6 3 2z x y       

                                                                                      
                                                                0y              D        3              y  

                                                                         2                
2

36 x
y


         

                                                                  x  
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Поверхностный интеграл второго рода и его физический смысл. 

 

                      

                            z      

             
           i  

 

 

 

 

 

                                                                                    y 

 

 

                          x 

 

Дано: поверхность σ:  yxfz , , к каждой точке которой приложено два 

вектора:  

       
kji

zyxZzyxYzyxXF ,,,,,,1  ,         
kji znynxnnn ^cos^cos^cos;2 

. 

 

     Замечание: координаты второго вектора равны направляющим 

косинусам нормали поверхности. 

 

Решение 
 

     Разбиваем поверхность   на n - частей площадью i . Внутри каждой 

части выбираем произвольную точку  iiii zyxP ,,  к которой приложим 

вектора (1) и (2). Будем считать, что вектора (1) и (2) не меняют ни 

направление, ни модуль в пределах каждой части. Составим интегральную 

сумму:    



n

i

inF
1

3,   

Определение: Поверхностным интегралом 2-го рода или потоком вектора 

называется предел интегральной суммы (3), если этот предел не зависит от 

способа разбиения на части и выбора точки внутри каждой части. 

 

n

F
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Обозначение потока вектора:  

     4,lim,
1

 








n

i

i
n

i nFdnF -сокращѐнная запись. 

     Вычислим скалярное произведение векторов в формуле (4), как сумму 

произведений соответствующих координат векторов (1) и (2). 

                

        iiiiiii

n

i

iii
n

znzyxZynzyxY

xnzyxXdznzyxZynzyxYxnzyxX








 




^cos,,^cos,,

^cos,,lim^cos,,^cos,,^cos,,
1

  

Заменим: 

 
 
  iii

iii

iii

iik

ii

zyxn

zxyn

yxzn
yx












^cos

^cos

^cos

cos







              

      


dxdyzyxZdxdzzyxYdydzzyxX ,,,,,,  

        5,,,,,,lim
1







n

i

iiiiiiiiiiiiiii
n

yddxzyxZdzdxzyxYdzdyzyxX  

(5) - развѐрнутое обозначение потока вектора. 

 

Физический смысл потока вектора. 

 

     Если вектор F  обозначает скорость движения жидкости, то поток 

вектора определяет количество жидкости протекающее через поверхность 

  в единицу времени. 

 

Вычисление поверхностного интеграла второго рода. 

 

     Разобьѐм предел правой части формулы (5) на сумму трѐх пределов: 













n

i

iiiii
n

n

i

iiiii
n

n

i

iiiii
n

yxzyxZzxzyxYzyzyxXdnF
111

),,(lim),,(lim),,(lim),(




     Первый предел: вместо x  необходимо подставить функцию ),(1 zyf , 

которая получается из заданного уравнения.  

(Например: : 1x y z      11 ( , )x y z f y z     ). 

     Второй предел: заменим y  на ),(2 zxf .  

     Третий предел: заменим z  на ),(2 yxf . 

1 2

1 1

( , ) lim ( ( , ), , ) lim ( , ( , ), )
n n

i i i i i i i i i i i i
n n

i i

F n d X f y z y z y z Y x f x z z x z



 

 

         







n

i

iiiiii
n

yxyxfyxZ
1

3 )),(,,(lim  

    Каждый из этих пределов по определению является двойным 

интегралом. 
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Анализ знаков 

Произведения приращений, например: cos( ^ )i i ix y n z    . 

Если угол zn^  острый, то cos  положительный. 

Если угол zn^  тупой, то cos  отрицательный. 

    Значит, в каждом пределе произведение приращений имеет знаки   или 

  , значит, каждый из двойных интегралов так же имеет знаки или   . 

   
Dyoz

dydzzyzyfXdxdyzyxZdxdzzyxYdydzzyxX ),),,((),,(),,(),,( 1



 

 
Dxoz Dyoz

dxdyyxfyxZdxdzzzxfxY )),(,,()),,(,( 32
. 

Определение областей интегрирования 

    Соответственно область D  определяется, как проекция поверхности   

на ту координатную плоскость, которая находится по переменным, 

стоящим в произведении дифференциалов. 

Замечание: Для определения знака, необходимо задавать на какой  

                  поверхности внешней или внутренней приложены вектора F  и n . 

     Соответственно ось, с которой ищется угол, определяется для каждого 

двойного интеграла, как недостающую координату произведения 

дифференциалов. 

 

Пример: Вычислить поток вектора kzjyixF   через внешнюю 

поверхность : 1x y z    , ограниченную координатными 

плоскостями. 

                   z                                      COВDyoz  . 

                             0z                  
1 1 5 3 1

6 6 6 6 2
xdydz ydxdz zdxdy



         . 

       0z                           В         y       




1

0

0

1

)1()1(
yDyoz x

dzdyzydydzzy


 

      A                             12  yz      


 


dy
y

y
z

zy
y

)
2

)1(
)1(()

2
)1((

21

0

2

1

01

0

2

 x       

1 xz           С             n                  
6

1
))1(0(

6

1

3

)1(

2

1
)1(

2

1

0

11

0

3
2 


 

y
dyy  

 




1

0

0

1
6

1
)1()1(

xDxoz y

dzdxzxdxdzzx
   ;           COADxoz   

 




  


dx
x

xdx
y

yxdydxyxdxdyyx
xx

Dxoy z

)
2

)1(
)1(()

2
)1(()1()1(

1

0

2
2

1

0 0

121

0

1

0


6

5
)
6

1

3

1
1()

6

)1(

3
(

0

133







xx
x   ;            ВOADxoy   
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Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода по формуле 

Остроградского. 

 

Замечание: эта формула применяется для вычисления потока вектора через 

замкнутую поверхность. 

                                                   z     n             yxfz ,: 22   

 

                                                                                          V  
 

                         
 

          

      yxfz ,: 11        n      

           

                                                                                               y 

 

     D  
 

                                x 

Дано: Область V , образованная замкнутой поверхностью  , в которой 

непрерывны функции:      zyxZzyxYzyxX ,,,,,,,,  и непрерывны их частные 

производные. 

Найти:   


 ?, dnF                                                   

Решение: 

     Рассмотрим: VПрD xoy  и вычислим тройной интеграл:  

   

 

 

   























V D

yxf

yxf

dxdydz
z

zyxZ
dxdydz

z

zyxZ
,

,

2

1

,,,,
 

 
 

 

 
 

 

     

2

2

1

1

,
,

,
,

2 1

, , , ,

, , , , , ,

|
f x y

f x y

f x y
D f x y D

D D

dZ x y z dxdy Z x y z dxdy

Z x y f x y dxdy Z x y f x y dxdy

 
   
 
 

 

  

 

 

Заменим двойные интегралы на соответствующие им поверхностные 

интегралы:     
 

dxdyzyxZdxdyzyxZ ,,,, ;    

Если 21   , то  
 

   
, ,

, , 1
V

Z x y z
dxdydz Z x y z dxdy

z





  . 
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      Аналогично вычислить тройные интегралы от частных производных 

функции YX , . 

 
    





V

dydzzyxXdxdydz
x

zyxX



2,,
,,

,  
 

   3,,
,,

xdzdzyxYdxdydz
y

zyxY

V

 






. 

Сложим почленно формулы (1), (2), (3) с учѐтом того, что сумма 

интегралов равна интегралам суммы.  

      
     

  























V

dxdydz
z

zyxZ

y

zyxY

x

zyxX
dxdyzyxZdxdzzyxYdydzzyxX 4

,,,,,,
,,,,,,



Формула (4) является формулой Остроградского. 

 

Введѐм понятие дивергенция вектора: 
z

Z

y

Y

x

X
Fdiv














  . 

    



V

dxdydzFdivdnF 5, -сокращѐнная формула Остроградского. 

 

Пример: 

Вычислить поток вектора kji xzyzxyF   через всю поверхность 

.0,0,0,:  zyxzyx  
                             z 

            0z  
         
    0y   

                                                    0       y 

 
              1А  xy 1                

 
        1 yxz   

          

                                x       (0,0, 1)C          

        

x
z

Z
z

y

Y
y

x

X















,,      

1 1 0

0 0 1

,

x

V x y

F n d y z x dxdydz y x z dzdydx





 

            

     
  

   






 















 1

0

1

0

2
20

1

1

0

1

0

2

2

1
| dydx

yx
yxyxdydx

z

z
zyx

x

yx

x

 

              




1

0

1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0

1
2

1
11

2

1
1221

2

1
xчx

dydxyxdydxyxyxyxyxyx  

    
















1

0

1

0

24
3

1

0

31

0

1

0

3

|| 2
2

3

46

1
23

6

1

3

331

2

1

32

1
x

x
dxxxdx

xx
dx

yx x
 

8

1

4

3

6

1
2

2

3

4

1

6

1


















  

 

(0, 1,0)В

( 1,0,0)А
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Циркуляция векторного поля. Формула Стокса. Понятие ротора. 

 

                         z       V                         Дано: замкнутая поверхность  , на 

которой расположена замкнутая ли-

ния L . Область V , образованная 

поверхностью  , является области 

определения непрерывных функции 

ZYX ,, , имеющих непрерывные  

частные производные. 

 

                                                             Найти: циркуляцию вектора          

                                                             kzyxZjzyxYizyxXF ),,(),,().,(   

                                                             по замкнутой линии L , т.е. ?),(  rdF
L

, 

                                                             где dr dx i dy j dz k       

Решение: 

 

     Вычислим циркуляцию для частного случая направления вектора  

OXF // , то есть izyxXF ),,( . Тогда циркуляцию для этого вектора можно  

вычислить по формуле Грина: dxdy
y

X

x

Y
rdF

DL

)(),(








   

0 ( , )
L D

X
Y F dr dxdy

y


   

                                           (1) 

      Поверхность : ( , ) ( , , ( , ))z f x y X x y f x y   - сложная функция, значит, эту 

функцию надо дифференцировать, как сложную функцию нескольких пе-

ременных: 

0 1

( , , ( , ))X x y f x y X x X y X f X X f

y x y y y z y y z y

         
        

         
             (2) 

     Подставляем (2) в (1) 

   














L D D

dxdy
y

f

z

X
dxdy

y

X
rdF ),(  

    Каждый из этих двойных интегралов можно заменить на поверхностный 

интеграл второго рода, с учѐт, что  cos( ^ )dxdy d n z :  

( , ) cos( ^ ) cos( ^ )
L

X X f
F dr n z d n z d

y z y


 
  

   
                              (3) 

        Координаты нормального вектора n ; ;1
f f

x y

  
  
  

 

y

x

L
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Вычислим направляющие косинусы нормали с осями y  и z . 

n

y

f

yn





)^cos(   (4)         
n

zn
1

)^cos(    (5) 

     Разделим почленно (4) на (5): 

y

f

zn

yn






)^cos(

)^cos(
  (6) 

     Подставляем (6) в (3): 

( , ) cos( ^ ) cos( ^ )
L

X X
F dr n z d n y d

y z
 

 
 

  
      =  

L

Xdx                   (7) 

      Аналогично можно вычислить циркуляцию для остальных случаев 

вектора F , то есть jYF  ; kZF    

cos( ^ ) cos( ^ )
L

Y Y
Ydy n x d n z d

z x


 
 

  
                                              (8) 

cos( ^ ) cos( ^ )
L

Z Z
Zdz n y d n x d

x y
 

 
 

  
                                                 (9) 

      Складываем почленно (7,8,9) с учѐтом того, что сумма интегралов 

равна интегралу суммы: 

 

cos( ^ ) cos( ^ ) cos( ^ )

L

Xdx Ydy Zdz

Z Y X Z Y X
n x n y n z d

y z z x x y




  

          
          

          




    (10) 

      Формула (10) является развѐрнутой формулой Стокса. Если вектор F  

не зависит от третьей координаты Z , то формула Стокса превращается в 

формулу Грина.  

Понятие ротора. 

      Определение: Ротором называется вектор следующего вида 

Z Y X Z Y X
rotF i j k

y z z x x y

         
         

         
                                        (11)       

       Нормальный вектор представим виде: 

kznjynixnn )^cos()^cos()^cos(                                       (12) 

       В формуле Стокса (10) в интеграле правой части представлено  

скалярное произведение векторов (11) и (12). 

     Тогда формула (10) будет иметь вид: 

( , ) ( , )
L

F dr rotF n d


                                                          (13)   

   Формула (13) является сокращѐнной формой записи формулы Стокса. 
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Пример: Вычислить циркуляцию вектора ))(( 222 kjizyxF   по 

контору сечения конуса 222 zyx   плоскостями 5,1  zy . 

                                                                                               z  

                         z                                                                                    5z  

                                              5z  

                                              2 2: z x y                                            21 xz   

                                              

                   

                                                  n                                                                       x  
   

                            1y                                         Рисунок: В плоскости 1y  ,  

                                                                                          параллельной плоскости xoz  

 

 

     Подставим 1y  в уравнение конуса: 11 2222  xzzx - гипербола 

     Найдѐм направляющие косинусы для формулы (10): 

^ cos( ^ ) 0
2

n x n x


   ,   1)^cos(0^  ynyn ,   0)^cos(
2

^  znzn


 

      По условию: 2 2 2X Y Z x y z              z
z

X
2




; x
x

Z
2




 

Найдѐм точки пересечения прямой 5z  и гиперболы 2 2 1z x  : 
2 25 1 5 1 2x x x         

22

52 5 2 2

0 0 11

( , ) (2 2 ) 2 (2 ) 4 (2 ) 4 ( )
2

L D xx

z
F dr z x d x dxdz x dzdx xz dx







               

5

2 2

0

2 (5 1 2 5 2 1 )x x x x dx       

Замена: 21 , 2 ,t x dt xdx         5,1  вн tt  
352 53

2 7

0 71

8 2 16 2 2
( , ) 2(4 5 ) 1 2(8 4 5 ) 2( 4 5 5 5

3 3 3 3 3 3
L

x
F dr x x dt t              

 

)57(
3

4
)5

3

2

3

14
(2  . 
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Операторы Гамильтона и Лапласа. 

 

Определение: Вектором градиента скалярной функции  zyxU ,,  называется 

вектор, координаты которого являются частными производными от этой 

функции. 

 1k
dz

U
j

y

U
i

x

U
gradU












  

Замечание: Вектор-градиент показывает направление наискорейшего 

изменения функции при движении к максимуму этой функции. 

Вынесем условно за скобку функцию U  в формуле (1). 

Uk
z

j
y

i
x

gradU 





















  

Оператор Гамильтона (набла-оператор): k
z

j
y

i
x 












 . 

Приложения 

 

1. Для вычисления вектора-градиента: gradU U  

 

2. Для вычисления дивергенции:  .2
z

Z

y

Y

x

X
Fdiv














 .     3

kji
ZYXF  .   

     Вычислим скалярное произведение оператора Гамильтона и вектора (3): 

   













 2,

z

Z

y

Y

x

X
F       ,divF F    

 

3. Для вычисления ротора:  4k
y

X

x

Y
j

x

Z

z

X
i

z

Y

y

Z
Frot 





















































 . 

    Вычислим векторное произведение оператора Гамильтона на вектор (3). 

 

,

4

i j k

y z x yF i j kx z
x y z

X ZY Z X Y
X Y Z

Z Y X Z Y X
i j k

y z z x x y

    
  

               

         
          

         

.,rotF F 
  

    

4. Оператор Лапласа 

    Вычислим по формулам (1) и (2): 

  U
zyxz

U

y

U

x

U
gradUdiv 







































2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

. 

2

2

2

2

2

2

zyx 












  - оператор Лапласа    UgradUduv   

     Вычислим, используя последовательно 1 и 2 приложения:  
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        UUUgradUgradUdiv 2,,,  ;   2 2;U U   ; 

 

5. Производная скалярного поля  zyxU ,,  по направлению вектора    

     F xi y j zk   :    

cos cos cos
U U U U

F x y dz
  

   
  

  
, 

где направляющие косинусы вектора F : 

2 2 2
cos

x

x y z
 

 
,    

2 2 2
cos

y

x y z
 

 
,    

2 2 2
cos

z

x y z
 

 
 

      Рассмотрим вектор, координаты которого соответствуют 

направляющим косинусам:  cos ,  cos ,  cosn    . 

    Тогда производная по направлению будет вычисляться с помощью 

оператор Гамильтона: 

 ,
U

n
F

U
 


 

 

 

 


