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№ 1 Преобразование Лапласа, понятие изображения и оригинала. 

 

Дано: действительная функция  tf , которая определена, т.е. отлична от нуля на    

интервале  ,0  и является ограниченной функцией на этом интервале, т.е. 

   , , ; , 0ktf t Me M k const M k   и ФКП   ztez  . 

 

Преобразуем ФКП, используя формулу Эйлера:   iyxzbibeee aibaz   ;sincos ; 

     1sincos ytiyteeez xtiytxtzt    

   Вычислим несобственный интеграл: 

             




 

 
00 0 1

sincos dttfytiytedttfedttfzytF xtzt

.  

1 2

-xt -xt

0 0

I I

F(z) =  f(t) cos (yt) dt  f(t) sin (yt) dt ;    (2)e i e

 

   

    Докажем, что интегралы, входящие в (2) сходятся, для этого оценим значение 

интеграла  1I : 

     
   



 







b

kxt

b

ktxtxtxt dteMdtMeedttfytedttytfeI
00 00

1 limcoscos  

 

    






















 kx

M

ekx

M

kx

e
M

kxbb

b

o

kxt

b
1

1
limlim | ;  

-zt

0

Изображение

F(z) =  f(t)  dt  (3)e



  - сходится. 

 

Определение: Изображением называется функция F(z), вычисленная по формуле 

(3) от функции  tf , называемой оригиналом. 

 

Обозначение вычисления изображения:    tfzF  . 

 

Замечание: Аргументом изображения является выражение, стоящее в степени 

экспоненты, перед аргументом функции оригинала и с обратным 

знаком. 

Основное свойство изображения: 

Если функция-оригинал умножается на константу, то соответствующая функция-

изображение умножается на туже самую константу:    tcfzcF  . 
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Единственность изображения, изображение функции Хевисайда, синуса и 

косинуса. 

 

Теорема: Если функция имеет изображение, то оно единственно. 

 

Изображение функции Хевисайда:  
 

 








0,,0

,0,1

t

t
tf  

   
zbezz

e
dtedtedttfezF

zb

b
zt

b

b

zt

b

ztzt 1
1

1
lim

1
limlim |

0
000
































 ; 1
1


z
. 

 

Изображение синуса:   ttf sin  

     1limsinlimsin |
0

0 00

b

kib

b

zt

b

ztzt ItdtetedttfezF










    

 






























tdteztezte

tvtdtdvtvtdtdv

dtzedueu
tdteztetdteI

ztztzt

ztzt

ztztzt

sinsincos

sincos;cossin

;
coscossin

 

     
 
 

 2
1

sincos
sincos1;sincos

2

22

z

tzte
ItzteIzIztzteI

zt
ztzt









 

Подставляем (2) в (1): 

   
2202 1

1
1

sincos
lim

1

1
sincoslim

1

1
|

ze

bzb

z
tzte

z
zF

zbb

b
zt

b 
























;   

t
z

sin
1

1
2



. 

Изображение косинуса: f(t)=cost 

     3limcoslimcos |
0

0 00

b

kib

b

zt

b

ztzt ItdtetedttfezF










    

 






























tdteztezte

tvtdtdvtvtdtdv

dtzedueu
tdteztetdteI

ztztzt

ztzt

ztztzt

coscossin

cossin;sincos

;
sinsincos

 

 
 
 

 4
1

cossin
cossin

2z

tzte
IzItzteI

zt
zt









 

Подставляем (4) в (3):  
22 1

cossin
lim

1

1

z

z
z

e

bzb

z
zF

zbb 

















 

t
z

z
cos

1 2



. 
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Изображение функции с изменѐнным масштабом. 

 

Теорема: Если    tfzF  , то 

 

 
 


 tf

zF

atf
a

z
F

a
1

1

1









. 

Доказательство: 

       






 
00

111 .; dtatfezFdttfezF ztzt
 

Замена: 
a

y
tyy

a

dy
dtadtdyaty вн  ;,0;  

      







  

 


a

z
F

a
dyyfe

a
dy

a
yfezF

y
a

z
y

a
z 111

0 0

1  

        Получим с помощью этой теоремы дополнительные формулы для косинуса и 

синуса: 

at
za

a
at

za

a

a
at

a

za
sin;sin

1
;sin

1

11
2222

2

2


















 

at
za

z
at

za

az

a
at

a

z

a

z

a
cos;cos

1
;cos

1

1
2222

2

2




















 

 

Линейность изображения. 

 

Теорема: Если    tfzF ii  , то  

 

 

 

 
1 1

;
n n

i i i i i

i i

F z f t

C F z C f t C const
 

   . 

Доказательство: 

       

 

1 10 0 0

Fi z

n n
zt zt zt

i i i i

i i

F z e f t dt e C f t dt C e f t dt

  

  

 

      ; 

По условию:    i iF z f t , значит:        
10

n
zt

i i i i

i

F z e f t dt F z C F z







    

Пример: Найти оригинал от функции изображения: 2 2

5 20z
F(z) =  +  

z 4 z 9 
   

Решение: 2 2 2 2

5 2 z 5
F(z) =  + 20     f(t) = sin2t + 20 cos3t.

2 2z 2 z 3


 
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Теорема смещения. 

 

Теорема: Если    tfzF  , то  
 

 
 

tf

t

zF

tfezF

11

   

Доказательство: 

             










 zFdttfedttfeedttfezF tztztzt

000

11  

 

     Получим дополнительные формулы для функции Хевисайда, синуса  

и косинуса по этой теореме: 

te
zz









1

;1
1

;      
 

ate
xza

a
at

za

a t sin;sin
2222







;   

 
ate

za

z
at

za

z t cos;cos
2222





 






. 

 

Пример №1: Найти оригинал от  функции изображения:  

                      2

z + 3
F(z) =   

z + 2z +10
. 

 

Замечание: Если дискриминант знаменателя меньше нуля, то из 

знаменателя выделяется полный квадрат: 

2 2 2 2 2 2 2

z +3 z +1+ 2 z +1 2 3
F(z) =   =  =  + ; 

z + 2z +1+9 (z +1) 3 (z +1) 3 3 (z +1) 3  
 

-t -t -t2 2
    f(t) = e co3t + e  sin3t = e (cos3t + sin3t).

3 3
  
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Пример №2: Найти оригинал от  функции изображения:  

                      2

z + 5
F(z) =   

z + z - 2
. 

   Корни знаменателя: 2

1 2z + z - 2 = 0 D = 9 > 0 z 1,   z 2     . 

 

Замечание: Если дискриминант знаменателя больше нуля, то 

выполняется разложение дроби на простейшие: 

  
z + 5

F(z) =   
z -1 z + 2    

A B
F(z) =   +  

z -1 z + 2
  

     A z + 2  + B z -1 = z + 5   Az 2A + Bz - B = z +5  

A B 1

2A - B = 5 

 
 



A 2

B = -1 


 

    
1 1

F(z) =  2  -  
z -1 z + 2



t -2t    f(t) = 2e - e  .  

 
Пример №3: Найти изображение от функции оригинала 

3t 2  f(t) = e  sin t.  

 

3t 3t 3t1-cos2t 1 1
  f(t) = e   = e  - e cos2t

2 2 2
 

2

1 1 1 z -3
F(z) =  -  ; 

2 z -3 2 (z -3) + 4
  
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Теорема запаздывания. 

 

Теорема: Если    tfzF  , то  
 

 
 

 consttttfzFe

tfzF

zt 

00

11

 . 

 

Доказательство: 

     






 
0

0

0

11 dtttfedttfezF ztzt
. 

     Замена:  dн ttydydttyttty ;; 000  

             












 
0

0

1
0

1

0

0

0

dyyfedyyfedyyfezF
tyz

I

t

tyz

t

tyz

  
. 

     Интеграл 01 I , т.к. функция оригинала  yf  отлична от нуля, 

только на интервале  ;0 . 

       zFedyyfeedyyfeezF
ztzyztztzy 000

00

1









    

 

Пример №1:   Найти оригинал от функции изображения:  

 
 

  ?
14

1
12

3

1 



 tf

z

z
ezF z

 

0 3t     
 

 
2

1
cos 2

4 1

tz
F z f t e t

z


   

 
вместо t  в 

выражении функции оригинала подставляем: 0t t   

   3

1 cos2 3tf t e t    

 

Пример №2: Найти оригинал от функции изображения: 

-2z

1

1
F (z) =  e   

z
 

1
F(z) =   ; 

z
  f(t) = 1 0 1  t = 2 f (t) = 1- 2 = -1.   
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Пример №3: Найти оригинал от  функции изображения 

z

1 2

z
F (z) =  e  ; 

1+ z
 

2

z
F(z) =   ; 

1+ z
  f(t) = cost. 0 1  t = -1 f (t) = cos(t +1).   

 

Пример №4: Найти изображение от функции оригинала: 
-2t

1f (t) = e sin(3t - 4).  
4 4 48

-2 t- -2 t--
3 3 33

1

8
-

-2t3
0

4 4
f (t) = e sin 3 t - = e e sin 3 t -

3 3

  t = 4 / 3. f(t) = e e sin(3t).

   
   

   
      

      
      

 

 

8
-
3

2

3
F(z) = e   

9 + z + 2


 

4 8
- z -
3 3

1 2

3
F (z) = e  e   

9 + z + 2


 

 

4
- z+2
3

1 2

3
F (z) = e    

9 + z + 2
  
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Дифференцирование изображений и изображений производных. 

 

Теорема: Если    tfzF  , то       tftzF nnn
1  

 

       Получим дополнение формулы для Хевисайда sin  и cos  по этой 

теореме: 

   

   

2 2 2

2

3 3 4

1 1 1 1 1
1; ' ; ; ;

2 2 2 3
'' ; ; ''

F z F z t t
z z z z z

F z t F z
z z z

 
         

 


   

 

3

4

32
t

z



; …      

n

n
t

z

n


1

!
. 

Аналогично: te
z

21 


;       
 

tn

n
et

z

n 









1

!
. 

 
   

.sin
2

;
2

';sin
22222222

att
za

az

za

za
zFat

za

a








 

 
     

att
za

az

za

za

za

zza
zFat

za

z
cos;

2
';cos

222

22

222

22

222

222

22


















 

 

Изображение производных. 

 

Теорема: Если    tfzF  , то      
( )( ) 11

0 '

f tF z

F z f f t  . 

 

Доказательство: 

     






 
00

11 ' dttfedttfezF ztzt
 

По частям:        tftdfdttfvdttfdv

dtzedueu ztzt

  

 

''
 

     
 

   

       

1
0

0

| lim 0

0 0 0

zt zt

zbb

f b
F z e f t z e f t dt f zF z

e

f zF z zF z f


 



 
      

 

    


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Изображение от второй производной. 

 

         ;;'0 11 tfzFtffzzF   

по теореме: 

                      tffzfzFztfffzzFztffzzF ''0'0;''0'0;'0 2

111 

 

Изображение n-ой производной. 

 

         tfffzzFz nnnn   0...0 11
. 

Частный случай. 

 

Если функция оригинала и еѐ производные в т. 0t   равны нулю, то 

    tfzFz nn   

 
 

Пример №1: Найти изображение от функции оригинала: 

1f (t) = t sin(at). 

f(t) = sin(at). 2 2

a
F(z) =   ; 

z a



2 2 2

-2za
F (z) =   ; 

(z a )



 

1

1 2 2 2 2 2 2

-2za 2za
F (z) =  (-1)  = ; 

(z a ) (z a )


 
 

 

Пример №2: Найти оригинал от  функции изображения 

4

2
F(z) =   ; 

z
 

4 4

1 2 3 1 3!
F(z) =   =  ; 

3 z 3 z

 31
f(t) = t .

3
  
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Пример №3: Найти изображение от функции производной  

оригинала: 
-tf (t) = e (cost - sint).  

 

1 способ 

 
-tI = f(t) = f (t)dt = e (cost - sint)dt .   

Интегрируем по частям: 
-t -t

-t -t

u = e ;dv = (cost - sint)dt; du = -e dt;v = sint + cost;

I = e (sint + cost) + e (sint + cost)dt . 
 

Интегрируем по частям: 
-t -t

-t -t -t

u = e ;dv = (cost +sint)dt; du = -e dt;v = sint - cost;

I = e (sint + cost) + e (sint - cost) + e (cost - sint)dt . 
 

-t -t

12 2

I = 2e sint + I. I = f(t) = e sint; f(0) = 0

1 1
F(z) = F (z) = z

(z +1) 1 (z +1) 1

  

 
 

 

 

2 способ 
 

-t -t -tf (t) = e (cost - sint) = e cost -e sint.  

1 2 2 2

z +1 1 z
F (z) = = .

(z +1) 1 (z +1) 1 (z +1) 1
 

  
 

 

      Вывод: искать изображение производных практически нужно по  

               2 способу. 
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 Изображающее уравнение для решения  

дифференциальных уравнений произвольного порядка. 

 

 Дано: дифференциальное уравнение n-ого порядка:  
   tfyayayaya a

n

n  01 '''...                                                                  (1). 

н.у. 

 

 

 

 
constyy

constyy

constyy

constyу

n

n












0,1

1

0

20

10

0

..................

0''

0'

0

     

Требуется определить:   ?ty  

 

Решение: 

 

     Предположим, что правая часть дифференциального уравнения 

(1) имеет изображение:    tfzF  . 

     Пусть искомое решение  ty  и производные от него до 1n

порядка включительно, также имеют изображения: 

                 

         tyyyzzYZ

tyyzyzYZtyyzZYtyzY

nnnn 



 0...0

;''0'0;'0;

11

2

 

 

Замечание: Если хотя бы одно из указанных изображений не 

существует, то дифференциальное уравнение в этом случае не имеет 

решений. 

       По определению изображение вычисляется через несобственный 

интеграл: 

           

       

         

           

0 0

0

2

0

11

0

2 ; 3 ;

0 ' 4 ;

0 ' 0 '' 5 ;

0 0 6 .

zt zt

zt

zt

n nn n zt

F z e f t dt Y z e y t dt

ZY z y e y t dt

Z Y z zy y e y t dt

Z Y z z y y e y dt

 

 










 

 

 

  

  

 






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     Умножаем обе части уравнения (1) на 
zte

, вычисляем от левой и 

правой части несобственный интеграл на интервале  ,0  и 

012 ,,, aaaan  выносим за знак интеграла. 

       

   

2 1

0 0 0

0

0 0

... '' '
nzt zt zt

n

zt zt

a e y t dt a e y t dt a e y t dt

a e y t dt e f t dt

  

  

 

 

   

 

  

 
.          (7) 

     Подставляем (2)…(6) в (7): 

        
               

11

2

2 1 0

0 ... 0 ...

0 ' 0 0

nn n

na Z Y z z y y

a Z Y z zy y a ZY z y a Y z F z

   

      
 

     В полученном уравнении неизвестным является  Y z , поэтому, 

всѐ, что касается этой неизвестной, оставляем в левой части, а 

остальное переносим в правую часть: 

 

                

2

2 1 0

11

2 1

...

0 ... 0 ... 0 ' 0 0

n

n

nn

n

Y z a z a z a z a

F z a z y y a zy y a y


      

       
. 

     В фигурной скобке функция и еѐ производная вычисляются из н.у.    

     Обозначим многочлен n-ой степени в квадратной скобке через: 

   01

2

2... azazazaz n

nn  . 

    Обозначим многочлен в фигурной скобке через: 

     1

1 0 1,0 2 0 10 1 0... ... .n

n n nz a z y y a zy y a y 

         

Тогда:        1n nY z z F z z      

 
 
 

 
 z

z

z

zF
zY

n

n

n 




1  - изображающее уравнение для 

дифференциального уравнения произвольного порядка. 

 

Определив изображение  zY , из этого уравнения находится искомая 

функция оригинала  ty . 
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Частные случаи многочлена для дифференциального уравнения 2-го 

и 3-го порядка. 

     

 

     

2

2 2 1 0 1 2 0 10 1 0

3 2

3 3 2 1 0

2

2 3 0 10 20 2 0 10 1 0

2

;

3

;

n

z a z a z a z a zy y a y

n

z a z a z a z a

z a z y zy y a zy y a y

 







     



   

     

 

 

Пример №1:  y +9y =1; н.у. y(0) = y (0) = 0.   

2

2( ) 9;z z   1( ) 0;z 
1

( ) ;F z
z


2

1
( ) ;

( 9)
Y z

z z



 

Разложим дробь на простейшие: 

2 2

1 A Bz + С
( )   =   + ;

z( 9) 9
Y z

z z z


 
2 21= Az 9A Bz +Cz    

A + B = 0;

1 1
C = 0;            A = ;   B = ;

9 9

9A = 1;









2 2 2

1 -1
z + 0

1 1 1 1 z9 9( )   =   + =  - ;
( 9) z 9 9 z 9 9

Y z
z z z z


  

 

1 1
y(t) = cos3 .

9 9
t   

 

 

Проверка: 

1
y (t) = sin3 .

3
t y (t) = cos3 .t  

     Подставим найденную функцию и еѐ производные в исходное 

уравнение: cos3 1 cos3 1 1.t t      

     Получили тождество, значит решение верно. 
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Пример №2 
-ty +3y +3y + y = te ; н.у. y(0) = y (0) = 0;y (0) =1.      

 
33 2

2 ( ) 3 3 1 1 ;z z z z z      
1( ) 1;z  2

1
( ) ;

( 1)
F z

z




5 3 5 3

1 1 1 24 1 2
Y(z) = + ; Y(z) = + ;

(z +1) (z +1) 24 (z +1) 2 (z +1)
  

4 -t 2 -t -t 2 21 1 1
y(t) = t e t e = e t (t 12).

24 2 24
    

 

Замечание: Если н.у. заданы в ненулевой точке, то заменой  

                    переменных н.у. и дифференциальное уравнение  

                    преобразуются для случае нулевых условий. 

 

Пример: 
-ty +3y +3y + y = te ; н.у. y(1) = y (1) = 0;y (1) =1.      

  

Замена: 

-(x+1)

t = x +1; x = t -1;при t = 1 x = 0;

y (x) + 3y (x) + 3y (x) + y(x) = (x +1)e ; н.у. y(0) = y (0) = 0; y (0) = 1.

После нахождения  y(x) осуществляется обратная замена : x = t -1.

 

    
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Теорема свѐртывания. 

 

Теорема: Если    tfzF 11   и    tfzF 22  , то 

            

t

dtfftfzFzFzF
0

2121  . 

Замечание: Теорема свѐртывания применяется, если функция 

изображения имеет достаточно сложное выражение. В этом случае 

эта функция разбивается на произведение 2-х более простых, от 

каждой из которых определяется соответствующая функция 

оригинала     tftf 21 , , а окончательная функция оригинала   tf  

определяется по теореме свѐртывания. 

 

Доказательство: 

           1 2 1 2

0 0 0 0 0

t t

zt zt ztF z e f t dt e f f t d dt e f f t d dt     
  

          

Восстановим по пределам интегрирования область интегрирования и 

составим двукратный интеграл, для которого t  будет являться 

функцией, а  - аргументом. 

                                                    

                                                                    t  
 

 

                                                                        0   

                                              0                           t  

         

           

 

       

1 2 1 2

0 0

1 2 1 2

0 0 0 0

2 1 1 2

0

2

: ; 0; , ;

zt zt

H B

z y z zy

z

F y

F z e f f t dtd f e f t dtd

замена y t dy dt y y t y

F z f e f y dyd e f e f y dyd

F z e f d F z F z

 

 



     

 

   

 

   

 

   
   





    

        

  

  

   

   


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Пример: y + y = t; н.у. y(0) = y (0) = 0.   

2

2( ) 1;z z   1( ) 0;z  2

1
( ) ;F z

z


2 2

1
( ) ;

( 1)
Y z

z z



 

1 2 2 2

1 1
Y(z) = F (z)×F (z) = ;

z z +1


1 2  f (t) = t;f (t) = sint.  

0

  f(t) =  sin(t - ) dt;

t

    

По частям: u = τ;dv = sin(t - τ)dτ; du = dτ;v = cos(t - τ).  
t

t t

0 0

0

I = τ cos(t - ) cos(t - τ)d = t +sin(t - τ) = t - sint .     

 

 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

 

 
at ate e

f (t) sh at
2


   

 

    2 2

1 1 1 z + z + 2
( )

2 z - z + α 2 z - z + 2
F z

z

  

   

 
     

 
            

2 2
( )F z

z







 

 

 
at ate e

f (t) ch at
2


   

    2 2

1 1 1 z + z - 2
( )

2 z - z + α 2 z - z + 2

z
F z

z

 

   

 
     

 
            

2 2
( )

z
F z

z 



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Оригинал Изображение 

       
z

1
         1 

    
21

1

z
       tsin  

    
21 z

z


      tcos  

   
22 za

a


      atsin  

   
22 za

z


      atcos  

    
z

1
        te   

 22  za

a
     te t  sin  

 22 







za

z
     ate t cos  

      
1

!
nz

n
        nt  

  
  1

!



n

z

n


      tnet   

  
 222

2

za

z


     att sin  

  
 222

22

za

az




     attcos  

2 2z




  sh at  

2 2

z

z 
 

 ch at  

 

 


